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１．背景と目的 

本研究では，データ空間の幾何学的特徴に着目した解析手法に関する発表者らの研究の

うち，特に Henry P. Wynn（London School of Economics）との共著論文 [1]を中心とするい

くつかの研究成果を紹介する． 

まず，ここでいう「データ空間」とは (1)データがその内部に分布するような距離空

間，(2)データがその周辺に分布するような距離空間の２つの場合がある．また，距離空

間としては例えばユークリッド空間，距離グラフ，多面体，リーマン多様体等を含む「測

地距離空間」を想定している．線形空間上の確率理論を中心とする従来の統計モデルと異

なり，機械学習等で用いられる多くのモデルでは，線形性に依存した解析手法を用いるこ

とが出来ないため，距離空間の性質を活かす解析が重要となる．さらに，本研究の特徴と

してデータ空間の幾何学的特徴の中でも特に「曲率」に着目している点があげられる．測

地距離空間は距離空間の中でも曲率の評価に適しており，また機械学習等における逐次的

な最適化によるデータ分布の連続的な変化を測地線で表現できるといった利点もある． 

 

２．局所的な測地距離変換（𝛼距離） 

[1]では，データ点間の距離をデータ分布に依存させて変換させた「𝛼距離」を用いる

ことにより，クラスタリング等の解析精度を上げる手法を提案した．まず，測地距離空間

(𝒳, 𝑑)とその上の確率分布の密度関数𝑓が与えられたとき，曲線に沿った𝑓𝛼の積分で曲線

長を再定義する．ここで 𝛼 ∈ ℝ はハイパーパラメータである．その上で，点 𝑥0, 𝑥1 ∈ 𝒳 

間の𝛼距離を，２点を結ぶ曲線Γのうち最短のものの長さとして定義する： 

𝑑𝛼(𝑥0, 𝑥1) ≔  inf
Γ

∫ 𝑓(𝑥)𝛼𝑑|Γ|
 

 𝑥∈Γ

. 

実データの解析においては，密度関数を推定した上でこの積分値を最小化するのは困難で

あるため，離散的に近似する．具体的には，各データ点間の𝛼距離は，𝑘近傍法等で構成

された経験グラフ（各データを頂点とする距離グラフ）の各辺の距離を1 − 𝛼 乗した上で

のグラフ上の最短経路長として近似計算できる．[1]において，𝛼を大きくするとグラフの

測地距離から定まる曲率（厳密には CAT(𝑘)性とよばれる指標）は単調に小さくなり，極

限は最小全張木（曲率0）に対応することが示された．このように定義した𝛼距離を用い

て計算した一般化分散を用いて，イギリス気象庁の降雨量データを解析することにより，

異常気象と思われる現象の検知に成功した結果についても当日は報告する． 
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３．計量錐を用いた大域的な距離変換（𝛽距離） 

𝛼距離はデータの分布に依存する局所的な距離変換で定義されており，測地距離とな

る．一方，[1]ではさらに，測地距離空間でない距離空間においても曲率に着目して距離

を変換することができる「𝛽距離」への変換を提案した．具体的には，パラメータ 𝛽 > 0

による測地距離𝑑の変換を次で定義する： 

𝑑𝛽(𝑥0, 𝑥1)  =  𝑔𝛽(𝑑(𝑥0, 𝑥1))  ただし，  𝑔𝛽(𝑧) = {
sin (

𝜋𝑧

2𝛽
)  for 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝛽,

1         for   𝑧 > 𝛽.
 

β 距離は，元の測地距離空間(𝒳, 𝑑)を計量錐（metric cone）とよばれる測地距離空間

(𝒳̃, 𝑑̃𝛽)に埋め込んだ際の，extrinsicな距離（「外」の空間を通ることも許した上での最短

距離）として解釈できる．ここで，𝛽距離を導入した(𝒳, 𝑑𝛽)は必ずしも測地距離空間では

なく，CAT(𝑘)性を用いた曲率の定義はできないが，[1] によって計量錐(𝒳̃, 𝑑̃𝛽)の曲率は𝛽

に単調に依存することが示された． 

一般に，データ 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝒳 に対する標本平均を距離空間に一般化した Karcher平均

は，Fréchet関数 ℎ(𝜇) ≔  ∑ 𝑑(𝑥𝑖, 𝜇)2𝑛
𝑖=1  の極小解として定義され，その個数は空間の曲率

に依存することが知られている．一方，𝛽を大きくすると Karcher平均の個数は単調に少

なくなる．これは埋め込んでいる計量錐の曲率が大きくなったことによる間接的な効果と

解釈できる． 

実データ解析においては，局所的な距離変換である𝛼距離変換と大域的な距離変換であ

る𝛽距離変換を組み合わせた上で，適切なハイパーパラメータ𝛼, 𝛽を選択することにより

効果を発揮する．[1]では，ハイパーパラメータの選択手法を紹介し，また変換された距

離を実際にクラスタライングに応用した結果が紹介されている． 

計量錐は幾何学の分野では知られていたが，データ解析に応用されたのは，発表者らの

認識している範囲では[1]が最初である．さらに，竹原大翼（現 Albert）との共同研究[2]

では，機械学習におけるポアンカレ埋め込みにヒントを得て，グラフを計量錐に埋め

込むことによる階層構造抽出を提案した．ポアンカレ埋め込みは，ポアンカレ球が負

の定曲率を持つことを利用して，ネットワークデータの埋め込みを学習したときに，

頂点のデータ間の階層情報を自動抽出する手法である．一方，[2]では，まずユークリ

ッド空間等へのネットワーク埋め込みを事前学習した後，さらにそれを計量錐に埋め

込むことにより，計算量を抑えつつ階層構造を自然に抽出する手法を提案し，単語間

ネットワーク WordNet等に応用した．当日はこの研究についても簡単に紹介する． 
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